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Для анізотропних ортогональноармованих шаруватих прямокутних пластин 
симетричної структури записано нестаціонарні рівняння термопружності та 
теп лопровідності з відповідними крайовими умовами. Методами інтегральних пе
ретворень Фур’є та Лапласа побудовано замкнутий розв’язок вихідних диферен
ціальних рівнянь для шарнірно опертих пластинок за умов рівномірного нагріву. 
Числові результати наведено для графітоепоксидного композиту.
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Постановка проблеми. Пластинчаті шаруваті конструкції є основним елемен
том сучасних друкарських форм. Верхні шари виготовляються з полімерних ма
теріалів, які за своїми властивостями є анізотропними. У процесі експлуатації ці 
конструкції зазнають впливу силових та температурних дій, що може призвести 
до перерозподілу напружень і, як наслідок, до руйнування їх через розшаруван
ня. Тому дослідження напруженодеформованого стану шаруватих пластинчатих 
конст рукцій є важливою інженерною проблемою. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Більшість досліджень напруже
ного стану пластинок стосувалися однорідних конструкцій із традиційних матеріа
лів [1–3], а анізотропні конструкції розглядалися під дією лише силових факторів 
[4–6]. Широке використання сучасних композитних матеріалів з високою міцніс
тю і великими потенціальними можливостями щодо зменшення ваги конструкцій 
потребує проведення відповідних досліджень на базі рівнянь неоднорідних ані
зотропних пластин [7–9].

Мета статті — дослідити напруженодеформований стан шаруватої пластини 
симетричної структури, яка взаємодіє з навколишнім середовищем через конвек
тивний теплообмін. Водночас використовується математична модель, яка враховує 
всі фізикомеханічні характеристики анізотропного матеріалу [7, 8]. 

Виклад основного матеріалу дослідження. Розглянемо прямокутну з роз
мі рами  пластинку зі сталою товщиною 2h, складену зі скінченої кількості 
жорст ко з’єднаних між собою шарів однакової товщини. Шари перехресно армовані 
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волокнами, напрям яких збігається з осями пластинки. Шари розміщені симетрич
но відносно серединної поверхні. Точки простору пластинки належать до декарто
вої системи координат  Цим координатам надалі відповідатимуть індекси 1, 
2, 3. Кома перед індексами 1, 2 позначатиме частинні похідні за координатами  
відповідно, а крапка над функцією — похідну за часом .

Нехай пластинка нагрівається довкіллям у спосіб конвективного теплообмі
ну через поверхні . Поверхня  нагрівається довкіллям з температурою 

, а поверхня  — нульовою температурою . 
Коефіцієнти тепловіддачі з обох поверхонь вважаємо рівними між собою . 
Поверхневих сил і джерел тепла немає.

Згинну поведінку такої пластини дослідимо на основі двовимірних рівнянь 
термопружності у переміщеннях [8]:
 
  (1)
 
де  і  – інтегральні характеристики відповідно мембранної і згинної жорст
костей;  — моменти інерції;  — інтегральні характеристики терможорст
кості; T2 — температурний градієнт;  — прогин пластини;  — кути повороту 
нормалі;  — коефіцієнт зсуву. 

Температурний градієнт T2 , що входить у систему (1), знаходимо з двовимір
ного рівняння теплопровідності [8]:

  (2)

де  і  — інтегральні характеристики коефіцієнтів теплопровідності і те
плоємності.

Рівняння теплопровідності (2) разом з рівняннями руху (1) складають матема
тичну модель для дослідження температурних напружень шаруватих анізотропних 
пластин симетричної структури. 

Для знаходження однозначного розв’язку цих рівнянь потрібно задати відпо
відні граничні та початкові умови. Нехай краї пластини шарнірно оперті та підтри
муються за нульової температури. Тоді граничні умови мають вигляд:
 при x1 = 0 і x1 = a1:  T2 = 0; 
 при x2 = 0 і x2 = a2:  T2 = 0. 

Задамо також однорідні механічні та температурні початкові умови:

   

   
Задані граничні та початкові умови рівняння (1) і (2) розв’язуємо методом 

скінчених інтегральних перетворень Фур’є за координатами  і Лапласа за ча
сом . У результаті одержимо такі розв’язки:
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де    

   — відомі многочлени; B — критерій Біо (безрозмірний коефі

цієнт тепловіддачі);  — власні частоти.
Для проведення числових досліджень будемо вважати, що температура дов

кілля рівномірно розподілена на поверхні пластинки  У цьому випад

ку маємо 
Будемо також вважати, що температура довкілля раптово збільшується до зна

чення , залишаючись надалі сталою. Тоді  і

  
Обчислення проводили для квадратної чотиришарової пластинки  

 За матеріал кожного шару взято графітоепоксидний композит армований 
волокнами бору з такими фізикомеханічними властивостями:  

     
Інші параметри такі   

У таблиці наведені значення максимальних безрозмірних прогинів 
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Безрозмірні прогини та напруження для чотиришарової пластинки
3 10

31 EE 10 20 10 20

ŵ 1,791 1,681 3,362 2,654

1σ̂ 0,0270 0,0195 0,294 0,172

2σ̂ 0,0943 0,0482 0,403 0,212

2N̂ 0,0673 0,0287 0,109 0,0392

1M̂ 0,0296 0,0265 0,129 0,0477

2M̂ 0,0386 0,0178 0,151 0,0282
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Із аналізу числових результатів видно, що прогини шаруватих пластин більші, 
а напруження менші, ніж відповідні величини однорідних пластин, що є наслідком 
меншої ефективної жорсткості неоднорідних конструкцій. Величина цих відмін
ностей суттєво залежить від анізотропії матеріалу та кількості шарів в пластинці. 
Зі збільшенням відносного модуля пружності  прогини та напруження змен
шуються, а зі збільшенням відносного коефіцієнта лінійного розширення  
вони зростають.

Висновки. У статті запропоновано математичну модель для дослідження ди
намічної поведінки шаруватих пластинок симетричної структури, які нагрівають
ся довкіллям через конвективний теплообмін. Досліджено вплив неоднорідності, 
анізотропії, тепловіддачі та геометричних параметрів пластинки на її напруже
нодеформований стан.
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For anisotropic crossply laminated rectangular plates of symmetric structure, the 
nonstationary equations thermoelasticity and heat conduction with appropriate bounda
ry conditions has been written down. By the integral Fourier and Laplace transforma
tions, the closed form solutions of governing differential equations for simply supported 
plates subject to uniform heating has been obtained. Numerical results for graphiteepo
xy composites have been presented.
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